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Forventningsverdi og varians
Teorem:
For en stokastisk variabel 𝑋 ∼ 𝑓(𝑥) og reell funksjon 𝑔 er forventningsverdien

E 𝑔(𝑋) =
*

!
𝑔(𝑥)𝑓 𝑥 , 	 𝑋	diskret,

4
"#

#
𝑔(𝑥)𝑓 𝑥 d𝑥, 	 𝑋	kont.

Teorem:
For en stokastisk variabel 𝑋 ∼ 𝑓(𝑥) og reell funksjon 𝑔 er variansen

Var 𝑔(𝑋) = E 𝑔 𝑋 − E 𝑔 𝑋 $ ,
og standardavviket er

SD 𝑔(𝑋) = Var[𝑔(𝑋)].



Flere stokastiske variabler

Dette resultatet utvider seg også på en naturlig måte for flere 
stokastiske variabler.

F.eks. for 𝑋 og 𝑌 med simultanfordeling 𝑓(𝑥, 𝑦) og en funksjon 
𝑔:ℝ! → ℝ er

E 𝑔 𝑋, 𝑌 =
/

"
/

#
𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓(𝑥, 𝑦) , 	 𝑋	og	𝑌	diskrete,

:
$%

%
:
$%

%
𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦 , 	 𝑋	og	𝑌	kont.



Monte Carlo
Anta at vi har en stokastisk variabel 𝑋 og en reell funksjon 𝑔. Da er 𝑔 𝑋  en ny 
stokastisk variabel.
Første steg i å forstå oppførselen til 𝑔 𝑋  er å bestemme forventningsverdi og 
varians/standardavvik, men de kan være vanskelige å regne ut analystisk.
De kan i stedet approksimeres ved
• Steg 1: Simuler 𝑛 uavhengige tall 𝑥!, 𝑥", … , 𝑥# fra fordelingen til 𝑋
• Steg 2: Regn ut

E 𝑔 𝑋 ≈
1
𝑛
*

$%!

#
𝑔(𝑥$) = 𝑔(𝑥)

• Steg 3: Regn ut
Var 𝑔 𝑋 ≈

1
𝑛 − 1

*
$%!

#
𝑔(𝑥$) − 𝑔(𝑥)

"	

NB: Disse kalles mer presist estimater som vi diskuterer i del 2 av kurset.



Eksempel: Tilnærming til 𝜋

Tallet 𝜋 er arealet av en sirkel med radius 1. Det vil si at

𝜋 = :
$&

&
:
$&

&
𝑔 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦

der

𝑔 𝑥, 𝑦 = 	>1, 	 𝑥! + 𝑦! ≤ 1,
0, 	 ellers



Eksempel: Tilnærming til 𝜋

Det vil si at hvis 𝑋 og 𝑌 er uavhengige fra Unif[−1,1] så er

E 𝑔 𝑋, 𝑌 = :
$&

&
:
$&

&
𝑔 𝑥, 𝑦 𝑓 𝑥, 𝑦 d𝑥d𝑦 = 𝜋/4

fordi 

𝑓 𝑥, 𝑦 =
1
4 , 	 −1 < 𝑥, 𝑦 < 1.

Altså har vi
𝜋 = 4E 𝑔 𝑋, 𝑌 .



Eksempel: Tilnærming til 𝜋

Velg et passende antall simuleringer 𝑁, og gjør følgende:
1.  For 𝑟 = 1, … , 𝑁

2.  Simuler uavhengige tall 𝑥 og 𝑦 fra Unif[−1,1]
3.  Hvis 𝑥? + 𝑦? ≤ 1
        4.  𝑦@ = 1
5. Ellers
        6.  𝑦@ = 0

7.  End

8.  Regn ut 3𝑦 = A
B
∑@CAB 𝑦@

9.  Approksimasjonen av 𝜋 er 43𝑦



Eksempel: Tilnærming til 𝜋

Horisontal grønn linje er 𝜋



Stokastisk simulering  ved invers cdf

Vi har en stokastisk variabel 𝑋 med kumulativ fordelingsfunksjon 
𝐹 𝑥 .

For å simulere uavhengige verdier 𝑥&, 𝑥!, … , 𝑥'	 av 𝑋 gjør vi
• Steg 1: Simuler 𝑛 uavhengige tall 𝑢&, 𝑢!, … , 𝑢' fra fordelingen 
Unif[0,1].
• Steg 2: Regn ut 𝑥( = min

"∈ℝ
{𝑥: 𝐹 𝑥 ≥ 𝑢(} for 𝑖 = 1,… , 𝑛.


